FA-Erganzung

Erganzung zum Beitrag in FA 5/21, S. 384 f.
,,Kondensator-Paradoxon“

H Kondensatoren im Vakuum

Wir konnten uns die gestellte Aufgabe
auch ohne einen ohmschen Widerstand
vorstellen, wenn wir z. B. annehmen, dass
sich beide Kondensatoren im Vakuum be-
finden, siehe Bild 4. Wir 16sen aus dem
oberen Anschluss des Kondensators C1 ei-
ne kleine Ladungsmenge ¢ aus. Diese be-
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Bild 4: Zwei Kondensatoren in einem Va-
kuumgefaB (hier schematisch als Kreis
dargestellt). Von der oberen Elektrode
des geladenen Kondensators C1 be-
wegt sich eine infinitesimal kleine La-
dung q durch das Vakuum zum zweiten
Kondensator

wegt sich — ohne Stofie wegen des ange-
nommenen Vakuums - zur oberen
Elektrode des Kondesators C2, da dieser
anfangs die Spannung null hat. Durch den
Ladungstransport sinkt die Spannung an
C1 mit jeder iibergehenden Ladung g und
die an C2 steigt entsprechend schrittweise
an. Das geht solange, bis zwischen den
oberen Anschliissen der Kondensatoren
keine Spannungsdifferenz mehr vorliegt
und die Ladung auf beide Kondensatoren
gleich verteilt ist (wieder mit der Annah-
me C1 =C2).

Wenn eine Ladung ¢ ein Potentialgefille
— das ist gerade die Spannungsdifferenz
zwischen den oberen Anschliissen der
Kondensatoren C1 und C2 — durchlduft,
so nimmt sie im Vakuum kinetische Ener-
gie auf. Nach dem Energiesatz gilt:

1
[uci — uca]q = > mv? . (20)

Wenn die Ladung g auf der oberen
Elektrode von C2 liegen bleiben soll, dann
muss diese kinetische Energie vollstindig
beim Auftreffen der Ladung verloren ge-
hen, damit ihre Geschwindigkeit wieder
null wird. Wir haben also keinen ohm-
schen Widerstand, sondern bei diesem Ge-
dankenexperiment nur Abbremssverluste.
Die gesamten Abbremsverluste konnen
wir berechnen (siche Anhang A4), sie be-
tragen: Y4 Cuj.
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Das entspricht wieder genau dem Ergebnis
von (15) und (19)! Ob wir ein elektrisches
Ersatzschaltbild mit einem unvermeid-
lichen endlichen ohmschen Widerstand
wihlen oder wir machen ein Gedankenex-
periment im Vakuum, immer geht die
Hilfte der anfénglich in C1 gespeicherten
Energie verloren.

B Mechanisches Analogon

Wir betrachten dazu den vollstindig in-
elastischen Stof} zweier Kugeln, siche Bild
3 im Beitrag.

Kugel 1 bewege sich anfinglich mit vy; (i
initial), ihre Masse sei m;. Kugel 2 ruht
und hat die Masse m, . Beide Massen sol-
len gleich groB sein: m; = m, = m . Nach
dem Stof} bewegen sich beide Kugeln ge-
meinsam weiter (Kugel 1 ,,klebt” an Kugel
2, das entspricht einem inelastischen
Stof}). Nach dem Impulssatz gilt:

mvy; =2mvy . 20

Die Geschwindigkeit der beiden Kugeln
ist nach dem Stof} gerade halb so grof} wie
die Geschwindigkeit der Kugel 1 vor dem
StoB.

Die kinetische Energie der Kugel 1 vor
dem Stof ist (Kugel 2 ruht und hat daher
keine kinetische Energie):

Exin1i = % mvi; . (22)
Nach dem StoB ist die kinetische Energie
der sich gemeinsam bewegenden beiden
Kugeln:

|

Ey; —lva2—m(h)2——mv o (23)
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Bild 5: Experiment zur Kondensatorum-
ladung

Die Beziehung (23) zeigt, dass gerade die
Halfte der anfiinglich vorhandenen Ener-
gie im inelastischen Stof} verloren gegan-
gen ist. Diese Energie steckt letztendlich
in einer Erwiarmung des fiktiven Klebers
zwischen den beiden Kugeln. Das Kon-
densator-Paradoxon hat also ein mecha-
nisches Pendant: den vollstindig inelasti-
schen Sto83.

B Experimente zur
Kondensatorumladung

Bild 5 zeigt den Aufbau der fiir das Expe-
riment mit einem Steckbrett und Klingel-
drahtleitungen realisiert wurde. Zunichst
sind die Schalter S2 und S3 geschlossen
und S1 ist offen. Beide Kondensatoren
werden entladen. Sodann werden S2 und
S3 geoffnet und S1 geschlossen. Der Kon-
densator C1 wird mit einem Labornetzteil
auf die Spannung u, = (1 +0,05) V aufge-
laden. Dann wird S1 geéffnet. Das an C1
angeschlossene  Oszilloskop  Siglent
2204X im Single-Sweep-Modus auf die
fallende Flanke getriggert (DC-Kopp-
lung). Als Kapazitit werden fiir einen ers-
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Bild 6: Oszillogramm der Spannung an C1 fiir C1 = C2 = 100 pF
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Bild 8: Oszillogramm der Spannung an C2 fiir C1 = C2 = 1 pF mit vergréBerter Drahtschleife

ten Versuch beide Kondensatoren zu je-
weils 100 pF gewihlt (Elektrolytkonden-
satoren).

Bild 6 zeigt das Ergebnis, wenn der Schal-
ter S2 geschlossen wird.

Die Spannung fillt mit einer ablingenden
Oszillation von 1 V auf 500 mV. Da die
beiden Kondensatoren gleich grof sind,
verteilt sich die zundchst nur bei C1 vor-
handene Ladung zu gleichen Teilen auf C1
und C2, die Spannung ist daher nach dem
Ladungsausgleich halb so grof3.

Uber 22 Perioden verstreicht eine Zeit von
1,37 us (siehe Cursormarkierungen im
Oszillogramm und AT'). Die Periodendau-
er der Oszillation betrdgt damit 62,27 ns.
Dies entspricht einer Frequenz von
16,1 MHz.

Die Induktivitit der Drahtschleife des
Kreises bestehend aus C1, S2 und C2 ldsst
sich wie folgt abschitzen:

LS =]40r(1n(8—r) -2+ Y)
a

mit p, magnetische Feldkonstante, r
Schleifenradius, a Drahtradius. Die Grofe
Y ist gleich 0, wenn der Strom gleichmi-

(24)
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Big tiber die Drahtoberfldche verteilt ist
und gleich 0,5, wenn der Strom gleichmé-
Big tiber den Drahtquerschnitt verteilt ist.
Bei einer Frequenz von 16 MHz betrigt
die Eindringtiefe in eine Kupferleitung et-
wa 17 um. Wir setzen daher fiir die weite-
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re Rechnung Y = 0. Fiir r = 6 cm, a =
0,3 mm, erhalten wir: Lg =405 nH. Die In-
duktivitdt der beiden Elektrolytkondensa-
toren habe ich mit dem vektoriellen Netz-
werkanalysator VNWA (v2, SDR-Kits)
bei 16 MHz gemessen, sie betrigt jeweils
Lc =26 nH. Damit ist die Gesamtindukti-
Vitdt Lyes = Lg + 2L = 457 nH. Um eine
Frequenz von 16,1 MHz zu erzeugen,
miisste nach der Thomsonschen Schwin-
gungsformel eine Kapazitit von C = 1/(w?
Ly) = 215 pF vorliegen. Die Elektrolyt-
kondensatoren wirken bei diesen Frequen-
zen offensichtlich nur als Induktivitéten.
Woher konnten die 215 pF kommen?

Von der Eingangskapazitiit des Oszillos-
kops und der Anschlussleitung kommen
zusammen etwa 120 pF (22 pF Eingangs-
kapazitit des Oszilloskops zzgl. etwa
100 pF iiber die Anschlussleitungen; die
120 pF sind mit dem VNWA bei 16,1 MHz
bestimmt worden). Die Kapazitit des
Schalters S2 im gedffneten Zustand liegt
bei 4,3 pF. Kurz vor dem Schlief3en, wenn
die Kontakte sich nihern, wird diese sicher
stark ansteigen. Insgesamt ist also davon
auszugehen, dass die in Bild 6 beobach-
tete Schwingung auf einen parasitiren
Schwingkreis zuriickzufiihren ist, bei dem
die Kapazititen der Kondensatoren C1 und
C2 keine Rolle spielen.

In einem zweiten Versuch wurden fiir C1
und C2 Folienkondensatoren (Aufschrift:
WIMA I p 50) mit jeweils 1 uF eingesetzt.
Fiir diese Messung wurde die Spannung
am oberen Anschluss von C2 erfasst (sonst
wiirde die anfangliche Ladespannung an
C1 aufgrund des 1-MQ-Eingangswider-
stands des Oszilloskops innerhalb kurzer
Zeit nach dem Offnen von S1 stark abfal-
len, bevor der Schalter S2 geschlossen
werden kann). Bild 7 zeigt das Ergebnis.
Nach einer abklingenden Oszillation, steigt
die Spannung an C2 auf den erwarteten
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Bild 9: Schnelle Oszillation am Anfang des Signals von Bild 7 und Bild 8
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Pegel von ca. 500 mV an. Die Perioden-
dauer der Oszillation betrdgt 2,41 us, ent-
sprechend einer Frequenz von 414 kHz.
Offensichtlich wirken im Falle der Folien-
kondensatoren diese tatsdchlich mit ihrer
nominellen Kapazitit. Setzen wir C| = C,
= C, so erhalten wir mit der Thomson-
schen Schwingungsgleichung fiir die In-
duktivitit (Faktor 2 beriicksichtigt die Se-
rienschaltung der beiden Kondensatoren):
2
L i (25)
Damit ergibt sich fiir die Induktivitét: L =
295 nH. Diese liegt in der GréBenordnung
der abgeschitzten Induktivitit der Draht-
schleife mit C1, S2 und C2. Um den Ein-
fluB der Schleifeninduktivitit zu untersu-
chen, habe ich im nidchsten Versuch die
Drahtverbindung vom oberen Anschluss
von C1 zum Schalter in ihrer Linge in et-
wa verdoppelt. Das Messergebnis zeigt
Bild 8.
Die Zeitdauer fiir zwei Schwingungen,
siche AT der beiden vertikalen Cursormar-
kierungen in Bild 8, betrigt 6,04 us, die
zugehorige Frequenz also 331 kHz. Die
Abschitzung der Induktivitdt mit der Be-
ziehung (25) fiihrt auf L = 462 nH.
Direkt nach dem Anstieg des Signals in
Bild 7 und Bild 8 ist eine schnelle Oszilla-
tion zu sehen (links des ersten vertikalen
Cursors). Bild 9 zeigt diese im Detail mit
groferer Zeitablenkung.
Die Oszillationsfrequenz  liegt  bei
21,95 MHz und entspricht der parasitiren
Schwingung, wie sie auch schon in Bild 6
beobachtet wurde. Ein erneuter genauerer
Blick auf Bild 2 zeigt, dass diese schnelle
Oszillation der langsameren Ausgleichs-
schwingung durch den Ladungsausgleich
zwischen C1 und C2 iiberlagert ist. Letz-
tere ist im ersten Experiment so stark be-
dampft, dass ein aperiodischer Grenzfall
vorliegt und sich keine vollstindige
Schwingung mehr ausbildet, die in Bild 7
und 8 zu sehen ist.
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Anhang

Al
Nach der Kirchhoff’schen Maschenregel gilt:

Uci +UR+Ucp=0. (A1.1)
Fir die Spannungen an den Komponenten gilt:
j=c, dor o, Qo2 g (A1.2)
dt

Wir differenzieren (A1.1) nach der Zeit und verwenden die Beziehungen (A1.2).
Fir die zeitliche Ableitung des Stroms benutzen wir die Bezeichnung: i' = di/dt .

i i
— +Ri'+—=0 A1.3
c, +Ri'+ o ( )
Setzen wir Cy = C, = C, so folgt nach einer Umstellung von (A1.3):
i'=- il (A1.4)

RC
Diese Differentialgleichung ersten Grades besitzt folgende Losung:
i(t) = ige tRC/2) (A1.5)
A2
¢ T ® Ru’RC 1

En= [RR@)dt = [e2dt = Ri2[— z e-2f/f] -R2Z - -—cu? A2.1

Rof()of g et =Rty =R =7 O (A2.1)
A3
Nach der Maschenregel erhalten wir nun: ugy + Ug + U + Uy =0 (A3.1)

Fir die Spannung an der Induktivitét gilt bei den gewahlten Zahlpfeilrichungen: u, = Li' (A3.2)
wobei i' wieder die zeitliche Ableitung des Stroms bezeichnet.
Fur die Differentialgleichung erhalten wir so in Analogie zu (14):

i i
—+Ri"+Li"+—=0 A3.3
c, +Ri'+ +C2 ( )
Wir stellen diese in folgende Form um:

R 2
i"+—i'+—i=0 A3.4
i"+ i i+ c i ( )

mit dem schon zuvor gewahlten Ansatz: C; = C, = C. Die Losung dieser Differentialgleichung
zweiten Grades ist bekannt. Fiir den Fall schwacher Dampfung (6 < wy) gilt:

i(t) = — 29 672t sin(w,1) , (A3.5)
We
mit den Abkurzungen:
R 1
d=—, we=Y0i -8, 0=—= (A3.6)

2L LC/2
Wir berechnen als nachstes den Spannungsverlauf am Kondensator C1:

_ Ug et i t
t) - f fe"fsn t)dt = - [ ~8 sin wet — we COS Wt
uc(t) - uc4( C1 a)eL Y in(wet) @l Cr L2+ a2 ( N Wel — we wet) 0
ot
== to e—( 0 Sin wet — W, COS wet) + ] (A3.7)
(UeLC1 (UO (1)0
Far t — o« erhalten wir:
Up Up LC/2 Ug
Ugq(t = ) —ucq(0) = - == ==— A3.8
c1(t = =) —ucq(0) w2LC, LC, 5 (A3.8)
Die Spannung am Kondensator C1 sollte am Anfang ug4 (0) = ug sein, also erhalten wir:
u u
Ut (t = @) = Ugy(0) - —> = —= (A3.9)
2 2
Die Spannung sinkt also nach unendlich langer Zeit auf ug/2 ab, wie wir es schon
bei (5) erhalten hatten. Fir den Kondensator C2 gilt eine analoge Beziehung wie (A3.8):
Ug UO LC/2 Up
Uco (t = ) —Ucs(0) = - -—. A3.10
calt = ) = Uc2(0) 22LC, LG, 5 ( )
Der Anfangswert ist jedoch hier ug, (0) = 0, daher folgt aus (A3.10):
Uga t = ) = = =2 (A3.11)
Also gilt mit (A3.8), (A3.11): ugq(t = @) + ugy (t = *) =0. (A3.12)

Das ist die zu erwartende Maschengleichung fiir die Schaltung nach Bild 2,
wenn nach unendlich langer Zeit der Strom verschwindet.
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Fir die onmschen Verluste berechnen wir in Analogie zu (A2.1), jetzt jedoch mit dem Strom
nach der Beziehung (16):

0 ©

2
— i2 — UO -0t oin2
ER_!RI Odt=R 2 !e sin?(wpt)dt . (A3.13)

Die L6sung des Integrals ist weiter unten dargestellt. Wir erhalten schlieBlich (mit (17)):

2 2 2
ug 1 s uy L C

)
Er=R—2_—-—5-p-0_| ~-_cCu2. A3.14
R™7w2l2 45 w2 122R 2 4 0 (A3.14)

Um das Integral in (A3.13) zu I6sen, fiihren wir folgende Abkurzungen ein:

26
a=—w—e,x=a)et. (A315)
Damit wird aus dem Integral in (A3.13) [1]:
17 1 [e™si 2 7 >

— [ea*sin2xdx = — [ezsmx (@sinx —2cosx) + — feaxdx] (A3.16)
We % we Lac+4 a’+4 ) 0

1 [eXsinx . 2 et A 2 1

= (@sinx-2cosx) + —— —| =— —— (- —|.
w, La?+4 a’+4 alo w, @+4\ a

L&sen wir die Abkirzungen wieder auf, so folgt:
1 2

oo B 3
e 2—6)+4
We

Do) W6~ ___ % A3.17
251 46°+4wg & 46 of ( )

A4
Die zu einem Zeitpunkt t auf C1 und C2 vorhandene Ladung ist gleich der anfanglich auf C1
vorhandenen Ladung (Ladungserhaltung):

Q:q1 +dQs. (A41)
Welche Energie geht nun insgesamt verloren (wir nehmen wieder an: C; = C, =C):
t—w Q2 Q2 Q2 Q Q2 5 o
91 Q9> (fh - Q2) g1
dE = - dg;=| | =—-==|dg1=| | =—-——]dg1 =] |——-—=|dg: = ... (Ad4.2
f f(Um Uco) dgy f (C1 C a1 f C C q4 f c C q4 ( )
t=0 Q Q Q
2 Q2 2 2 2
B E TP YCAN R I G et 2)__0_
“=lc 9%le “Tla 2 5
Mit uc1(0) = ug und Q = Cuy folgt aus (A4.2):
t—ow
1
f o = - Cu. (A4.3)
t=0
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